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Ââåäåíèå
Ïóñòü äàíî ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë X ∈ 2ω . Ôóíêöèÿ F íàçûâàåòñÿ
X -ïðåäåëüíî ìîíîòîííîé, åñëè äëÿ íåêîòîðîé ÷àñòè÷íî X -âû÷èñëèìîé óíêöèè
ψ(x, s) âûïîëíåíû óñëîâèÿ:
1) äëÿ âñåõ x ìàêñèìóì maxs ψ(x, s) ñóùåñòâóåò;
2) F (x) = max
s
ψ(x, s) .
Ìíîæåñòâî S íàçûâàåòñÿ X -ïðåäåëüíî ìîíîòîííûì, åñëè S ñîâïàäàåò ñ îáëà-
ñòüþ çíà÷åíèé íåêîòîðîé X -ïðåäåëüíî ìîíîòîííîé óíêöèè èëè S = ∅ .
ßñíî, ÷òî åñëè S ÿâëÿåòñÿ X -ïðåäåëüíî ìîíîòîííûì, òî S ∈ ΣX2 . Èíîãäà âåðíî
è îáðàòíîå, êàê ïîêàçûâàåò ñëåäóþùèé èçâåñòíûé ðåçóëüòàò.
Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü F  X -ïðåäåëüíî ìîíîòîííàÿ óíêöèÿ ñ áåñêîíå÷-
íîé îáëàñòüþ çíà÷åíèé. Òîãäà êàæäîå ΣX2 -ìíîæåñòâî S ⊇ ranF ÿâëÿåòñÿ X -
ïðåäåëüíî ìîíîòîííûì.
Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ìîæíî íàéòè â îáçîðíîé ðàáîòå [1℄. Äîêà-
çàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ Σ02 ìíîæåñòâ, íå ÿâëÿþùèõñÿ ïðåäåëüíî ìîíîòîííûìè,
ìîæíî íàéòè â ñòàòüå [2℄.
Ñïåêòðîì ïðåäåëüíîé ìîíîòîííîñòè (à â ðàìêàõ íàñòîÿùåé ñòàòüè ïðîñòî
ñïåêòðîì) ìíîæåñòâà S áóäåì íàçûâàòü êëàññ âñåõ ìíîæåñòâ X ∈ 2ω òàêèõ, ÷òî
S ÿâëÿåòñÿ X -ïðåäåëüíî ìîíîòîííûì.
Çàèêñèðóåì ýåêòèâíóþ íóìåðàöèþ {Ξe}e∈ω âñåõ âû÷èñëèìûõ îïåðàòîðîâ
Ξ : 2ω × ω × ω → ω òàêóþ, ÷òî äëÿ âñåõ X , x , s :
1) Ξ(X ↾ s;x, s) îïðåäåëåíî, ãäå ÷åðåç X ↾ s îáîçíà÷åíà êîíå÷íàÿ ñòðîêà
äëèíû s , ÿâëÿþùàÿñÿ íà÷àëîì õàðàêòåðèñòè÷åñêîé óíêöèè ìíîæåñòâà X ;
2) Ξ(X ;x, s) 6 s ;
3) Ξ(X ;x, s) 6 Ξ(X ;x; s+ 1) .
Ïóñòü äàí âû÷èñëèìûé îïåðàòîð Φ(X ;x, s) . Îïðåäåëèì ÷àñòè÷íûé îïåðàòîð
Φ̂ : 2ω × ω → ω , ïîëàãàÿ
Φ̂(X ;x) =
{
max
s
Φ(X ;x, s), åñëè max
s
Φ(X ;x, s) ñóùåñòâóåò,
íå îïðåäåëåíî â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
108 È.Ø. ÊÀËÈÌÓËËÈÍ, Ì.Õ. ÔÀÉÇÀÕÌÀÍÎÂ
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî óíêöèÿ F ÿâëÿåòñÿ X -ïðåäåëüíî ìîíîòîííîé òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå e , ÷òî F (x) = Ξ̂e(X ;x) . Èç Ïðåäëîæåíèÿ 1 òåïåðü
íåïîñðåäñòâåííî ïîëó÷àåì
Ïðåäëîæåíèå 2. Áåñêîíå÷íîå Σ02(X)-ìíîæåñòâî S ÿâëÿåòñÿ X -ïðåäåëüíî
ìîíîòîííûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò òàêîé îïåðàòîð Ξn , ÷òî
(i) Ξ̂n(X) òîòàëüíàÿ óíêöèÿ;
(ii) Ξ̂n(X ;x) > x äëÿ âñåõ x ;
(iii) ran Ξ̂n(X) ⊆ S .
Â îáîçíà÷åíèÿõ è òåðìèíîëîãèè ìû ïðèäåðæèâàåìñÿ â îñíîâíîì ìîíîãðà-
èè [3℄. Ìàëûìè ãðå÷åñêèìè áóêâàìè áóäåì îáîçíà÷àòü êîíå÷íûå ñòðîêè èç 2<ω .
Äëÿ ñòðîêè σ ÷åðåç |σ| îáîçíà÷èì åå äëèíó; äëÿ ñòðîê σ è ρ ïèøåì σ  ρ , åñëè σ
ÿâëÿåòñÿ íà÷àëîì ñòðîêè ρ è ïèøåì σ ≺ ρ , åñëè σ  ρ è σ 6= ρ . Äëÿ ìíîæåñòâà X
è ñòðîêè σ ∈ 2<ω ïèøåì σ ≺ X , åñëè σ ≺ X ↾ n äëÿ íåêîòîðîãî n . Äåðåâîì â
2<ω áóäåì íàçûâàòü òàêîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî ñòðîê, ÷òî åñëè ρ ∈ T è σ  ρ ,
òî σ ∈ T . Ìíîæåñòâî X íàçûâàåòñÿ ïóòåì â äåðåâå T , åñëè X ↾ n ∈ T äëÿ
âñåõ n . ×åðåç Paths(T ) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ ïóòåé â äåðåâå T . Äëÿ ñòðîêè
σ îáîçíà÷èì ÷åðåç [σ] = {X : σ ≺ X} áàçîâóþ îêðåñòíîñòü, ïîðîæäåííóþ σ . Äëÿ
ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà ñòðîê U ⊆ 2<ω îïðåäåëèì êëàññ [U ]≺ =
⋃
σ∈U
[σ] .
×åðåç λ áóäåì îáîçíà÷àòü ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííóþ âåðîÿòíîñòíóþ ìåðó
â êàíòîðîâñêîì ïðîñòðàíñòâå 2ω , à èìåííî: åñëè G ⊆ 2ω îòêðûòî, òî λ(G) =
=
∑
σ∈U
2−|σ| äëÿ òàêîãî ìíîæåñòâà ïîïàðíî íåñðàâíèìûõ ñòðîê U , ÷òî G = [U ]≺ ;
äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êëàññà C ⊆ 2ω ïîëàãàåì λ(C) = inf{λ(G) : C ⊆ G & G îòêðûòî}.
1. Íåíóëåâûå ñïåêòðû ïðåäåëüíîé ìîíîòîííîñòè
Â äàííîì ðàçäåëå èçó÷àþòñÿ è ñòðîÿòñÿ ïðèìåðû íå ïðåäåëüíî ìîíîòîííûõ
ìíîæåñòâ, ìåðà ñïåêòðîâ ïðåäåëüíîé ìîíîòîííîñòè êîòîðûõ ðàâíà 1 . Óñòàíîâèì
ñíà÷àëà, ÷òî òàêîé ñïåêòð íå ìîæåò èìåòü òàêóþ ìåðó òîëüêî çà ñ÷åò òîãî, ÷òî îí
ñîäåðæèò âñå 1 -ñëó÷àéíûå ìíîæåñòâà.
Òåîðåìà 1. Åñëè P  íåïóñòîé Π01 -êëàññ è S ïðåäåëüíî ìîíîòîííî îòíîñè-
òåëüíî êàæäîãî ýëåìåíòà èç P , òî S ïðåäåëüíî ìîíîòîííî.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå î íèçêîì áàçèñå [4℄ ñóùåñòâóåò ýëåìåíò íèçêîé
ñòåïåíè, ïðèíàäëåæàùèé P . Îòñþäà S ∈ Σ02 .
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî S íåïðåäåëüíî ìîíîòîííî. Íàøåé öåëüþ áóäåò íàéòè ìíî-
æåñòâî Z ∈ P , îòíîñèòåëüíî êîòîðîãî S íåïðåäåëüíî ìîíîòîííî. Äëÿ ýòîãî îïðå-
äåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåïóñòûõ Π01 -êëàññîâ
P = P0 ⊇ P1 ⊇ P2 ⊇ . . . ,
óäîâëåòâîðÿþùóþ äëÿ êàæäîãî e > 0 òðåáîâàíèþ:
Re : S è Ξ̂e(X) íå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (i)(iii) ïðåäëîæåíèÿ 2
íè äëÿ êàêîãî X ∈ Pe.
Òîãäà Z ∈
⋂
e
Pe áóäåò èñêîìûì. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Pe óæå îïðåäåëåíî. Îïðåäåëèì
Pe+1 , ðàññìàòðèâàÿ òðè âîçìîæíûõ ñëó÷àÿ.
Ñëó÷àé 1. Ñóùåñòâóþò òàêèå Y ∈ Pe è n ∈ ω , ÷òî Ξ̂e+1(Y ;n) 6 n . Îïðåäåëèì
Pe+1 = {X ∈ Pe : Ξ̂e+1(X ;n) 6 n}.
Òîãäà Ξ̂e+1(X) äëÿ âñåõ X ∈ Pe+1 íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (ii).
ÑÏÅÊÒÛ ÏÅÄÅËÜÍÎÉ ÌÎÍÎÒÎÍÍÎÑÒÈ Σ
0
2 -ÌÍÎÆÅÑÒÂ 109
Ñëó÷àé 2. Ñóùåñòâóþò òàêèå Y ∈ Pe è n , ÷òî çíà÷åíèå Ξ̂e+1(Y ;n) îïðåäåëåíî,
íî íå ïðèíàäëåæèò S . Âûáåðåì t è y , äëÿ êîòîðûõ Ξe+1(Y ;n, t) = Ξ̂e+1(Y ;n) = y ,
è îïðåäåëèì
Pe+1 = {X ∈ Pe : Y ↾ t ≺ X & ∀s > t Ξe+1(X ;n, s) = y}.
Òîãäà S è Ξ̂e+1(X) äëÿ êàæäîãî X ∈ Pe+1 íå óäîâëåòâîðÿþò (iii).
Ñëó÷àé 3. Ñëó÷àé 1 è Ñëó÷àé 2 íå âûïîëíÿþòñÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ïðîñòî ïî-
ëîæèì Pe+1 = Pe . Òîãäà Ξ̂e+1(X) äëÿ êàæäîãî X ∈ Pe+1 íå óäîâëåòâîðÿåò (i).
Ïðåäïîëîæèì, íàïðîòèâ, ÷òî óíêöèÿ Ξ̂e+1(X) òîòàëüíà äëÿ íåêîòîðîãî X ∈
∈ Pe+1 . Âûáåðåì òàêîå âû÷èñëèìîå äåðåâî T ⊆ 2<ω , ÷òî Pe+1 = Paths(T ) . àñ-
ñìîòðèì âû÷èñëèìóþ óíêöèþ f , îïðåäåëåííóþ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
f(n, s) = min{Ξe+1(σ;n, s) : σ ∈ T & |σ| = s}.
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî åñëè f(n, s) = Ξe+1(σ;n, s) äëÿ íåêîòîðîãî σ ∈ T , |σ| = s ,
è f(n, s+ 1) = Ξe+1(τ ;n, s+ 1) äëÿ íåêîòîðîãî τ ∈ T , |τ | = s+ 1 , òî
f(n, s) ≤ Ξe+1(τ ↾ s;n, s)
è
Ξe+1(τ ↾ s;n, s) ≤ Ξe+1(τ ;n, s+ 1),
òàê ÷òî f(n, s) ≤ f(n, s+ 1) äëÿ âñåõ n è s .
Ôóíêöèÿ F (n) = maxs f(n, s) òîòàëüíà, ïîñêîëüêó
f(n, s) ≤ Ξe+1(X ↾ s;n, s) ≤ Ξ̂e+1(X ;n)
äëÿ âñåõ s . Òàê êàê 2ω êîìïàêòíî, òî äëÿ ëþáîãî n ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íàÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ èç T :
σ0 ≺ σ1 ≺ σ2 ≺ · · ·
òàêàÿ, ÷òî
F (n) = f(n, |σk|) = Ξe+1(σk;n, |σk|)
äëÿ êàæäîãî k . Áîëåå òîãî, äëÿ ëþáîé ñòðîêè σ , σk ⊆ σ ⊆ σk+1 , èìååì
Ξe+1(σk;n, |σk|) ≤ Ξe+1(σ;n, |σ|) ≤ Ξe+1(σk+1;n, |σk+1|),
è ïîýòîìó
Ξe+1(σ;n, |σ|) = F (n).
Îòñþäà äëÿ ëþáîãî n ñóùåñòâóåò ïóòü Yn = ∪kσk ∈ Pe òàêîé, ÷òî
F (n) = Ξ̂e+1(Yn;n).
Òåïåðü äëÿ ëþáîãî n âåðíî F (n) > n è F (n) ∈ S , ïîñêîëüêó ñëó÷àè 1 è 2 íå èìåþò
ìåñòà. Ïî ïðåäëîæåíèþ 1 ìíîæåñòâî S ïðåäåëüíî ìîíîòîííî. Ïðîòèâîðå÷èå.
Èçâåñòíî, ÷òî ñóùåñòâóþò íåïóñòûå Π01 êëàññû, ñîäåðæàùèå òîëüêî 1 -ñëó-
÷àéíûå ìíîæåñòâà. Ïîýòîìó ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå íåìåäëåííî ñëåäóåò èç òåî-
ðåìû 1.
Ñëåäñòâèå 1. Åñëè ñïåêòð ïðåäåëüíîé ìîíîòîííîñòè ìíîæåñòâà ñîäåðæèò
âñå 1-ñëó÷àéíûå ìíîæåñòâà, òî ýòî ìíîæåñòâî ïðåäåëüíî ìîíîòîííî.
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Ïîêàæåì òåïåðü, êàê ñòðîèòü ïðèìåðû íåïðåäåëüíî ìîíîòîííûõ ìíîæåñòâ,
ñïåêòð ïðåäåëüíîé ìîíîòîííîñòè êîòîðûõ ñîäåðæèò âñå 2 -ñëó÷àéíûå ìíîæåñòâà.
Òåîðåìà 2. Ñóùåñòâóåò íåïðåäåëüíî ìîíîòîííîå ∆02 -ìíîæåñòâî S , ñïåêòð
êîòîðîãî ñîäåðæèò Π01(∅
′)-êëàññ íåíóëåâîé ìåðû.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ôèêñèðóåì áèåêöèþ c : ω → 2<ω , îïðåäåëåííóþ ñëåäóþùèì
îáðàçîì:
c(n) = σ ⇔ 1σ ÿâëÿåòñÿ äâîè÷íîé çàïèñüþ n+ 1.
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî åñëè ñòðîêà σ îòíîñèòåëüíî ëåêñèêîãðàè÷åñêîãî ïîðÿäêà
ìåíüøå ñòðîêè ρ , òî c−1(σ) < c−1(ρ) .
Äëÿ äàííîé ÷àñòè÷íî âû÷èñëèìîé óíêöèè ϕe(x, s) îïðåäåëèì
xe = µx∃s [|c(max
t6s
ϕe(x, t))| > e+ 2],
ye = max
s
ϕe(xe, s).
Îòìåòèì, ÷òî xe è ye ìîãóò áûòü è íåîïðåäåëåííûìè. Îïðåäåëèì ∆
0
2 -äåðåâî
T ⊆ 2<ω è ∆02 -ìíîæåñòâî S , ïîëàãàÿ
T = 2<ω − {σ : ∃e [ye îïðåäåëåíî & c(ye)  σ]},
S = c−1(T ).
Îïðåäåëåííîå òàêèì îáðàçîì ìíîæåñòâî S íåïðåäåëüíî ìîíîòîííî, òàê êàê îíî
áåñêîíå÷íî, è åñëè xe îïðåäåëåíî, òî max
s
ϕe(xe, s) 6∈ S .
àññìîòðèì Π01(∅
′)-êëàññ P = Paths(T ) . Ìíîæåñòâî S ïðåäåëüíî ìîíîòîííî
îòíîñèòåëüíî êàæäîãî X ∈ P , òàê êàê c−1(X ↾ n) ∈ S äëÿ âñåõ n . Ïîêàæåì, ÷òî P
èìååò íåíóëåâóþ ìåðó. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì âîçðàñòàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
îòêðûòûõ ìíîæåñòâ
Ue =
⋃
i6e
[c(yi)].
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî P = 2ω −
⋃
e Ue . Ïî îïðåäåëåíèþ âåëè÷èí ye èìååì
λUe 6
∑
i6e
2−|c(yi)| 6
∑
i6e
2−(i+2).
Îòñþäà λ(
⋃
e
Ue) 6
∑
i 2
−(i+2) = 1/2 . Ñëåäîâàòåëüíî, λP > 1/2 .
Èç òåîðåìû 2 íåìåäëåííî ñëåäóåò íåäàâíèé ðåçóëüòàò Âàëáàóìà [5℄, ïîêàçû-
âàþùèé, ÷òî ïðåäåëüíàÿ ìîíîòîííîñòü è ïðåäåëüíàÿ ìîíîòîííîñòü îòíîñèòåëüíî
ïî÷òè âñåõ îðàêóëîâ íå îäíî è òî æå.
Ñëåäñòâèå 2 [5℄. Ñóùåñòâóåò íåïðåäåëüíî ìîíîòîííîå ∆02 -ìíîæåñòâî S ,
ñïåêòð êîòîðîãî èìååò ìåðó 1.
Â ñèëó ðåçóëüòàòà Êàóòöà [6, 7℄ â êàæäîì Π0n -êëàññå íåíóëåâîé ìåðû P ñîäåð-
æàòñÿ ýëåìåíòû ïðîèçâîëüíîé n-ñëó÷àéíîé ñòåïåíè. Ïîýòîìó èìååì
Ñëåäñòâèå 3. Ñóùåñòâóåò íåïðåäåëüíî ìîíîòîííîå ∆02 -ìíîæåñòâî S ,
ñïåêòð êîòîðîãî ñîäåðæèò âñå 2-ñëó÷àéíûå ìíîæåñòâà.
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Èç ïðèâåäåííîé íèæå òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî òåîðåìó 2 íåëüçÿ óñèëèòü, ïðåäú-
ÿâèâ êëàññ ìåðû 1 , îòíîñèòåëüíî êîòîðîãî ìíîæåñòâî S ïðåäåëüíî ìîíîòîííî
ñ ïîìîùüþ èêñèðîâàííîãî óíêöèîíàëà Ψ̂ , òî åñòü ìíîæåñòâî S , ïîñòðîåííîå
â òåîðåìå 2, ìîæíî íàçâàòü ïî÷òè ïðåäåëüíî ìîíîòîííûì, íî íå ðàâíîìåðíî ïðå-
äåëüíî ìîíîòîííûì.
Òåîðåìà 3. Ïóñòü äàíî ìíîæåñòâî S è êëàññ C ⊆ 2ω ìåðû 1 . Åñëè ñóùå-
ñòâóåò âû÷èñëèìûé îïåðàòîð Ψ(X ;x, s) òàêîé, ÷òî äëÿ âñåõ X ∈ C óíêöèÿ
Ψ̂(X) òîòàëüíà è S = ran Ψ̂(X) , òî S ïðåäåëüíî ìîíîòîííî.
Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê S ∈ Σ02(X) äëÿ âñåõ X ∈ C è λ(C) = 1 , òî S ∈ Σ
0
2
(ñì. [8℄). Ïîñêîëüêó S ðàâíîìåðíî ïðåäåëüíî ìîíîòîííî îòíîñèòåëüíî êëàññà C ,
ìîæíî âûáðàòü îïåðàòîð Ξn = Ξ , óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì (i)(iii) äëÿ êàæäîãî
X ∈ C . Íàøåé öåëüþ áóäåò îïðåäåëèòü òàêóþ ÷àñòè÷íî âû÷èñëèìóþ óíêöèþ ψ ,
÷òî óíêöèÿ F (x) = maxs ψ(x, s) òîòàëüíà, ranF áåñêîíå÷íî è ranF ⊆ S .
Îáîçíà÷èì
Ayx,s = {X : Ξ(X ;x, s) > y}
è îïðåäåëèì
ψ(x, 0) = 0,
ψ(x, y + 1) =
{
y + 1, åñëè ψ(x, y) ↓ & ∃s λ(Ayx,s) > 1/2,
íå îïðåäåëåíî â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
Îïðåäåëåííàÿ òàêèì îáðàçîì óíêöèÿ ψ ÷àñòè÷íî âû÷èñëèìà ñîãëàñíî ïðåäëî-
æåíèþ 3. Íà ñàìîì äåëå, â îïðåäåëåíèè ψ âìåñòî 1/2 ìîæíî âçÿòü ëþáîå ðàöèî-
íàëüíîå ÷èñëî èç (0, 1) .
Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ âñåõ x max
s
ψ(x, s) <∞ . Ïîñêîëüêó
1 = λ(C) 6
∑
y
λ{X : Ξ̂(X ;x) = y},
òî ìîæíî âûáðàòü y0 , äëÿ êîòîðîãî λ{X : Ξ̂(X ;x) 6 y0} > 1/2 . Òàêèì îáðàçîì,
max
y
ψ(x, y) 6 y0 .
Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ranF ⊆ S . Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, òî åñòü F (x) 6∈ S äëÿ
íåêîòîðîãî x . Âûáåðåì íàèáîëüøåå y , äëÿ êîòîðîãî çíà÷åíèå ψ(x, y) îïðåäåëåíî.
Òîãäà F (x) = ψ(x, y) = y è äëÿ âñåõ z < y ñóùåñòâóåò òàêîå s , ÷òî λ(Azx,s) > 1/2 .
Îòñþäà λ{X : Ξ̂(X ;x) = y} > 0 . Ýòî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ λ(C) = 1 è âûáîðó Ξ .
Íàêîíåö, ranF áåñêîíå÷íî, ïîñêîëüêó Ξ̂(X ;x) > x äëÿ âñåõ x è âñåõ X ∈ C .
Òàêèì îáðàçîì, S ïðåäåëüíî ìîíîòîííî.
2. Íóëåâûå ñïåêòðû ïðåäåëüíîé ìîíîòîííîñòè
Öåëüþ íàñòîÿùåãî ðàçäåëà ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå ∆02 ìíîæåñòâà, ìåðà ñïåêòðà
ïðåäåëüíîé ìîíîòîííîñòè êîòîðîãî ðàâíà íóëþ.
Ïðåäëîæåíèå 3. Ïóñòü ïðåäèêàòû P , Q ⊆ ω3 ×Q+ îïðåäåëåíû ñëåäóþùèì
îáðàçîì:
P (n, x, y, δ)⇔ λ{X : ∃s Ξn(X ;x, s) > y} > δ,
Q(n, x, y, δ)⇔ λ{X : Ξ̂n(X ;x) = y} > δ.
Òîãäà P ∈ Σ01 è Q ∈ Σ
0
2 .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïðåäèêàòà P âåðíû ñëåäóþùèå èìïëèêàöèè
P (n, x, y, δ)⇔ ∃ êîíå÷íîå D ⊆ 2<ω[
∧
σ∈D
Ξn(σ;x, |σ|) > y & λ[D]
≺ > δ].
Ïîýòîìó P ∈ Σ01 . Ïîêàæåì, ÷òî Q ∈ Σ
0
2 . Äëÿ ýòîãî óñòàíîâèì ðàâíîñèëüíîñòü
ïðåäèêàòà Q ñî ñëåäóþùåé Σ02 -îðìóëîé:
Q(n, x, y, δ)⇔ ∃ε > δ[P (n, x, y, ε) & ∀ε′ > 0P (n, x, y + 1, ε′)→ ε− ε′ > δ]⇔
⇔ ∃[Σ01 & Π
0
1]⇔ Σ
0
2,
ãäå âñå êâàíòîðû áåðóòñÿ ïî ðàöèîíàëüíûì ÷èñëàì.
Îïðåäåëèì êëàññû
C = {X : Ξ̂n(X ;x) = y},
C0 = {X : ∃s Ξn(X ;x, s) > y},
C1 = {X : ∃s Ξn(X ;x, s) > y + 1}.
Çàìåòèì, ÷òî λC = λC0 − λC1 . Òåïåðü åñëè äëÿ íåêîòîðîãî ε > δ âåðíî λC0 > ε è
äëÿ ëþáîãî ðàöèîíàëüíîãî ε′ > 0 âûïîëíåíà èìïëèêàöèÿ
λC1 > ε
′ ⇒ ε− ε′ > δ,
òî äëÿ êàæäîãî ε′ ∈ (0, λC1) âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà
λC = λC0 − λC1 > ε− λC1 > ε− ε
′ > δ.
Îòñþäà λC > ε− λC1 > δ . Ñëåäîâàòåëüíî, çíà÷åíèå Q(n, x, y, δ) èñòèííî.
Îáðàòíî, ïóñòü Q(n, x, y, δ) èñòèííî. Âûáåðåì êàêîå-íèáóäü ðàöèîíàëüíîå
ε ∈ (λC1 + δ, λC0) . Ëåãêî âèäåòü, ÷òî èñòèííî P (n, x, y, ε) . Âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå
ε′ > 0 ñî ñâîéñòâîì P (n, x, y + 1, ε′) . Òîãäà λC1 > ε′ , è ñëåäîâàòåëüíî, ε − ε′ >
> ε− λC1 > δ .
Òåîðåìà 4. Ñóùåñòâóåò ∆02 -ìíîæåñòâî S , ñïåêòð êîòîðîãî èìååò íóëåâóþ
ìåðó.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî òåîðåìå Ëåáåãà î ïëîòíîñòè (ñì. [3,  1.9℄) äîñòà-
òî÷íî ïîñòðîèòü áåñêîíå÷íîå ∆02 -ìíîæåñòâî S , óäîâëåòâîðÿþùåå äëÿ êàæäîãî e
òðåáîâàíèþ
Re : λ{X : Ξ̂e(X) òîòàëüíà & ∀x Ξ̂e(X ;x) > x & ran Ξ̂e(X) ⊆ S} 6 1/2.
×òîáû âûïîëíèòü îäíî òðåáîâàíèå Re , áóäåì ïîñòóïàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:
1. Îáîçíà÷èì xe = 1 +maxS (ñ÷èòàåì max ∅ = 0).
2. Åñëè íå âåðíî óñëîâèå
λ{X : ∃sΞe(X ;xe, s) > xe} > 1/2, (1)
òî îòìå÷àåì Re âûïîëíåííûì. Â ýòîì ñëó÷àå Re äåéñòâèòåëüíî óäîâëåòâîðåíî,
ïîñêîëüêó
λ{X : ∀x Ξ̂e(X ;x) > x} 6 λ{X : ∃sΞe(X ;xe, s) > xe} 6 1/2.
3. Âûáåðåì òàêîå b > xe , ÷òî ëèáî Re âûïîëíåíî, ëèáî
λ{X : Ξ̂e(X ;xe) 6∈ St & Ξ̂e(X ;xe) 6= b} > 1/2, (2)
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ãäå t  ýòî òåêóùèé øàã â ïîñòðîåíèè S , è ïîëîæèì b â S . Íèæå ìû ïîêàæåì,
÷òî òàêîå b âñåãäà ñóùåñòâóåò è åãî ìîæíî âûáðàòü ñ ïîìîùüþ îðàêóëà ∅′ .
Ïîñòðîèì òåïåðü òðåáóåìîå ìíîæåñòâî S . Ïóñòü S0 = ∅ . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî St
îïðåäåëåíî, íàéäåì St+1 . Îáîçíà÷èì xt = 1 + maxSt . Åñëè óñëîâèå (1) ïðè e = t
íå âåðíî, òî îòìå÷àåì Rt âûïîëíåííûì. Âûáåðåì òàêîå b > xt , ÷òî äëÿ êàæäîãî
e 6 t âûïîëíåíî ëèáî Re , ëèáî (2). Ïîëàãàåì St+1 = St ∪ {b} . Ïóñòü S =
⋃
t
St .
Òî, ÷òî S óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû, ñëåäóåò èç ñëåäóþùèõ ëåìì 13.
Ëåììà 1. S áåñêîíå÷íî.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ êàæäîãî t è êàæäîãî e 6 t ,
åñëè Re íå îòìå÷åíî âûïîëíåííûì, òî íàéäåòñÿ òàêîå a , ÷òî êàæäîå b > a óäîâëå-
òâîðÿåò óñëîâèþ (2). Äîïóñòèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ t è e 6 t ýòî íåâåðíî. Âûáåðåì
íàèìåíüøèå òàêèå t è e 6 t . Îòìåòèì, ÷òî
λ{X : Ξ̂e(X ;xe) 6∈ St} > 1/2 + ε
äëÿ íåêîòîðîãî ε > 0 . Ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî b ,
äëÿ êîòîðûõ λ{X : Ξ̂e(X ;xe) = b} > ε , ÷òî íåâîçìîæíî, ïîñêîëüêó∑
b
λ{X : Ξ̂e(X ;xe) = b} 6 1.
Ëåììà 2. S ∈ ∆02 .
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî (1) è (2) ÿâëÿþòñÿ Σ01 - è Σ
0
2 -óñëîâèÿìè ñîîò-
âåòñòâåííî. Ïóñòü P è Q  ïðåäèêàòû èç ïðåäëîæåíèÿ 3. Óñëîâèå (1) ðàâíîñèëüíî
P (e, xe, xe + 1, 1/2) . Ïîêàæåì, ÷òî (2) ÿâëÿåòñÿ Σ
0
2 -óñëîâèåì. Äëÿ äàííûõ e , t è
b > maxSt âûïîëíåíî (2) â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå
êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë {δi}i6k , ÷òî
1) ∃y1 . . . yk ∈ [0, b)− St[
k∧
i=1
Q(e, xe, yi, δi)] ;
2) P (e, xe, b+ 1, δ0) ;
3)
k∑
i=0
δi > 1/2 .
Ïîýòîìó (2) ÿâëÿåòñÿ Σ02 -óñëîâèåì. Ïî äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 1 èñêîìîå b âñå-
ãäà ñóùåñòâóåò, ïîýòîìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {St}t∈ω ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíîé ∆02 -
ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ. Êðîìå òîãî, åñëè b ∈ St+1 − St , òî b > t . Ñëåäîâàòåëüíî,
S ∈ ∆02 .
Ëåììà 3. Êàæäîå Re óäîâëåòâîðåíî.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Re íå îòìå÷åíî âûïîëíåííûì. Òîãäà äëÿ êàæäîãî t
λ{X : Ξ̂e(X ;xe) ∈ St} < 1/2.
Ñëåäîâàòåëüíî,
λ{X : Ξ̂e(X ;xe) ∈ S} 6 1/2.
Ýòèì çàâåðøàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî ëåììû è òåîðåìû â öåëîì.
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3. Êàòåãîðíûå ñâîéñòâà ñïåêòðîâ ïðåäåëüíîé ìîíîòîííîñòè
Ïîñòðîåííûå â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ ìíîæåñòâà ïðèíàäëåæàò óðîâíþ ∆02
àðèìåòè÷åñêîé èåðàðõèè. Êàê ìû âèäåëè, ìåðû ñïåêòðîâ ïðåäåëüíîé ìîíîòîííî-
ñòè ýòèõ ìíîæåñòâ ìîãóò áûòü êàê íóëåâûìè òàê è íåíóëåâûìè. Òåïåðü ìû ïîêà-
æåì, ÷òî ñ òîêè çðåíèÿ êàòåãîðíîé êëàññèèêàöèè òàêèå ñïåêòðû èìåþò îäèíàêî-
âûé õàðàêòåð.
Òåîðåìà 5. Ïóñòü S ∈ Σ02 . Ñóùåñòâóåò òàêàÿ âîçðàñòàþùàÿ óíêöèÿ f 6T
∅′ , ÷òî äëÿ êàæäîãî ìíîæåñòâà X åñëè g 6T X è f íå äîìèíèðóåò g , òî S
ïðåäåëüíî ìîíîòîííî îòíîñèòåëüíî X .
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü S  áåñêîíå÷íîå Σ02 -ìíîæåñòâî. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáù-
íîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî S ∈ ∆02 , â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âìåñòî S ìîæíî ðàññìàòðè-
âàòü åãî áåñêîíå÷íîå ∆02 -ïîäìíîæåñòâî. Âûáåðåì ðàâíîìåðíî âû÷èñëèìóþ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü {St}t∈ω òàêóþ, ÷òî S = lim
t
St è maxSt 6 t . Îïðåäåëèì óíêöèþ
f 6T ∅
′
, ïîëàãàÿ {
f(0) = µt ∃x ∀v > t [x ∈ Sv],
f(s+ 1) = µt ∃x > f(s) ∀v > t [x ∈ Sv].
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî f âîçðàñòàåò.
Ïóñòü g 6T X è ∃∞x g(x) > f(x) . Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
g âîçðàñòàåò. Îïðåäåëèì óíêöèþ h 6T X òàêóþ, ÷òî óíêöèÿ H(x) = max
s
h(x, s)
òîòàëüíà, ranH ⊆ S è H(x) > x äëÿ âñåõ x . Ïîëàãàåì
h(x, s) =

x+ 1, åñëè s 6 x,
µy > x [y ∈ Sg(s) & y > h(x, s− 1)], åñëè s > x è òàêîå y ñóùåñòâóåò,
h(x, s− 1), åñëè s > x è òàêîãî y íå ñóùåñòâóåò.
Ïî îïðåäåëåíèþ h äëÿ êàæäîãî x âåðíî: ëèáî H(x) íå îïðåäåëåíî, ëèáî H(x) > x .
Ïîêàæåì, ÷òî maxs h(x, s) <∞ äëÿ âñåõ x . Äëÿ äàííîãî x âûáåðåì íàèìåíüøåå
s > x òàêîå, ÷òî f(s) < g(s) . Åñëè s = x+ 1 , òî
x < f(x) < f(x+ 1) < g(x+ 1).
Åñëè s > x+ 1 , òî
g(s− 1) 6 f(s− 1) < f(s) < g(s) è x < f(s− 1).
Ïî îïðåäåëåíèþ f ñóùåñòâóåò òàêîå y > f(s − 1) > x , ÷òî y ∈ St äëÿ êàæäîãî
t > f(s) . Òîãäà max
s
h(x, s) 6 y .
Ïîêàæåì, ÷òî ranH ⊆ S . Åñëè H(x) = y , òî ñóùåñòâóåò òàêîå t , ÷òî y ∈ Sg(s)
äëÿ âñåõ s > t . Ñëåäîâàòåëüíî, y ∈ S .
Òàêèì îáðàçîì, S ïðåäåëüíî ìîíîòîííî îòíîñèòåëüíî X ñîãëàñíî ïðåäëîæå-
íèþ 1.
Ñëåäñòâèå 4. Åñëè S ∈ Σ02 , òî ñïåêòð S èìååò êî-ïåðâóþ êàòåãîðèþ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü äàíî Σ02 -ìíîæåñòâî S , f  âîçðàñòàþùàÿ óíêöèÿ
èç òåîðåìû 5.
Äëÿ êàæäîãî i ðàññìîòðèì êëàññ Li , ñîñòîÿùèé èç âñåõ òàêèõ áåñêîíå÷íûõ
ìíîæåñòâ
X = {x0 < x1 < x2 < . . .} ⊆ ω,
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÷òî xk 6 f(k) äëÿ âñåõ k > i . Êàæäîå Li çàìêíóòî è èìååò ïóñòóþ âíóòðåííîñòü.
Â ñàìîì äåëå, åñëè X 6∈ Li , òî ñóùåñòâóåò òàêîå k > i , ÷òî f(k) < xk . Òîãäà
áàçîâàÿ îêðåñòíîñòü [X ↾ xk+1] öåëèêîì ñîäåðæèòñÿ â äîïîëíåíèè Li . Åñëè äà-
íà ïðîèçâîëüíàÿ áàçîâàÿ îêðåñòíîñòü [σ] , òî ëþáîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî X ∈ [σ]
íå ïðèíàäëåæèò Li . Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî
L =
⋃
i
Li
⋃
FIN ,
ãäå FIN  êëàññ âñåõ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ, èìååò ïåðâóþ êàòåãîðèþ.
Ïîêàæåì, ÷òî S ïðåäåëüíî ìîíîòîííî îòíîñèòåëüíî êàæäîãî X 6∈ L . Âûáåðåì
ïðîèçâîëüíîå
X = {x0 < x1 < x2 < . . .} 6∈ L.
Ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî k , äëÿ êîòîðûõ f(k) < xk . Òîãäà óíêöèÿ g(k) =
= xk âû÷èñëèìà îòíîñèòåëüíî X è íå äîìèíèðóåòñÿ óíêöèåé f . Òàêèì îáðàçîì,
S ïðåäåëüíî ìîíîòîííî îòíîñèòåëüíî X ïî òåîðåìå 5.
Ïðèâåäåì äðóãèå ñëåäñòâèÿ òåîðåìû 5. Äëÿ êàæäîé óíêöèè f 6T ∅′ íåòðóäíî
ïîñòðîèòü óíêöèþ g íèçêîé ñòåïåíè, íå äîìèíèðóåìóþ óíêöèåé f .
Ñëåäñòâèå 5. Åñëè S ∈ Σ02 , òî ñïåêòð S ñîäåðæèò íèçêóþ ñòåïåíü.
Îòìåòèì, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûå ñïåêòðû ñîäåðæàò íå òîëüêî íåêîòîðóþ íèçêóþ
ñòåïåíü, íî è âñå íå îáîáùåííî 2 -íèçêèå ñòåïåíè.
Ñëåäñòâèå 6. Åñëè S ∈ Σ02 è X 6∈ GL2 , òî S ïðåäåëüíî ìîíîòîííî îòíîñè-
òåëüíî X .
Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè X 6∈ GL2 , òî äëÿ êàæäîé óíêöèè h 6T ∅′ ñóùåñòâóåò
óíêöèÿ g 6T X , êîòîðàÿ íå äîìèíèðóåòñÿ óíêöèåé h (ñì., íàïðèìåð, [3℄). Ïóñòü
f 6T ∅′  óíêöèÿ èç òåîðåìû 5. Òîãäà f íå äîìèíèðóåò íåêîòîðóþ óíêöèþ
g 6T X .
Äîóíè, Êàø è Òóðåöêèé [1℄ ïîêàçàëè, ÷òî âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìîå ìíîæå-
ñòâî X íå ÿâëÿåòñÿ âûñîêèì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êàæäîå ìíîæåñòâî
S 6T X ïðåäåëüíî ìîíîòîííî. Èñïîëüçóÿ ýòîò ðåçóëüòàò, ìîæíî óâèäåòü, ÷òî
â êëàññå îðàêóëîâ X 6T ∅
′
ïðåäûäóùåå ñëåäñòâèå íåëüçÿ óëó÷øèòü.
Ñëåäñòâèå 7. Ìíîæåñòâî X 6T ∅
′
íå ÿâëÿåòñÿ 2-íèçêèì òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà X ïðèíàäëåæèò ñïåêòðó êàæäîãî ìíîæåñòâà S ∈ Σ02 .
Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè X 6T ∅′ íå 2-íèçêîå, òî X 6∈ GL2 , è òîãäà S ïðåäåëüíî
ìîíîòîííî îòíîñèòåëüíî X . Ïóñòü òåïåðü X 6T ∅′ 2-íèçêîå. Ïîñêîëüêó X ′′ 6T ∅′′ ,
òî ñîãëàñíî óïîìÿíóòîìó âûøå ðåçóëüòàòó èç [1℄ ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî S 6T ∅
′
,
íå ïðåäåëüíî ìîíîòîííîå îòíîñèòåëüíî X .
àáîòà âûïîëíåíà ïðè èíàíñîâîé ïîääåðæêå ÔÔÈ (ïðîåêòû  10-01-00399 è
12-01-97008), ãðàíòà äëÿ ïîääåðæêè âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë ÍØ-5383.2012.1, ÔÖÏ
¾Íàó÷íûå è íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû èííîâàöèîííîé îññèè¿ (ìåðîïðèÿòèÿ
1.2.1 è 1.2.2), à òàêæå ãðàíòà Ïðåçèäåíòà Ô ÌÊ-6106.2012.1. Âòîðîé àâòîð ïîä-
äåðæàí ÔÖÏ ¾Íàó÷íûå è íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû èííîâàöèîííîé îññèè¿
(ãîñêîíòðàêò 14.740.11.1142).
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Summary
I.Sh. Kalimullin, M.Kh. Faizrakhmanov. Limitwise Monotoni Spetra of Σ
0
2 -Sets.
In this paper, we study lasses of Turing degrees, ontained in limitwise monotoni spetra.
In partiular, we prove that limitwise monotoni spetra of Σ
0
2 -sets are o-meager. Moreover,
we onstrut a Σ
0
2 -set whose limitwise monotoni spetrum is o-null.
Key words: omputable funtions, Σ
0
2 -sets, limitwise monotoni funtions, Turing
degrees.
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